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Аннотация 

Предложен метод поиска оптимальных узлов аппроксимации, реализованный на 
примере функции Рунге. Метод основан на использовании интерполяционных алгеб-
раических кривых в точечном исчислении и сводится к минимизации целевой функ-
ции многих переменных, которая обеспечивает минимальные отклонения аппрокси-
мирующей функции от исходной. Традиционно в процессе интерполяции определяют-
ся коэффициенты интерполирующей функции на основе исходных точек, что не даёт 
возможности обеспечить поиск оптимального расположения узлов интерполяции, по-
скольку координаты узловых точек необходимы для определения коэффициентов ин-
терполирующей функции. Особенность интерполяционных кривых, реализованных в 
точечном исчислении, заключается в том, что они получены путём равномерного рас-
пределения параметра по числовой оси и сохраняют в точечном уравнении координа-
ты узлов интерполяции, что позволяет поставить и решить задачу оптимального их 
расположения путём минимизации целевой функции. После реализации покоорди-
натного расчёта точечного уравнения интерполяционной кривой итоговый результат 
аппроксимации исходной функции представляет собой алгебраическую кривую, за-
данную в параметрическом виде, что позволяет использовать нелинейность простран-
ства для значительного уменьшения степени аппроксимирующей полиномиальной 
функции. Например, при использовании узлов Чебышева, которые считаются опти-
мальными для аппроксимации функции Рунге, для достижения качественной аппрок-
симации необходимо не менее 20 узлов, что приводит к необходимости использования 
полинома 19-й степени. При этом среднеквадратичная ошибка составляет 0.000111. В 
то время как для аппроксимации функции Рунге на основе оптимизированного распо-
ложения узлов аппроксимации уже при использовании 6 узловых точек среднеквадра-
тичная ошибка составляет всего 0.0000284, что на порядок ниже по сравнению с узла-
ми Чебышева и позволяет вместо одного полинома 19-й степени использовать два по-
линома 5-й степени по каждой из координатных осей.  
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1. Введение 
Одними из основных инструментов решения задач научной визуализации изобра-

жений и визуальной аналитики является интерполяция и аппроксимация. Интерполя-
ция применяется для визуализации полей различного происхождения [1, 2], для быст-
рой визуализации сцен с помощью 3D-ускорителей [3], для реализации технологий 
сжатия текстур, используемых в современных персональных компьютерах, планшетах 
и смартфонах [4], для визуализации результатов параметрических расчетов в задачах 
вычислительной аэрогазодинамики [5] и др. Аппроксимация традиционно применяет-
ся для численного решения дифференциальный уравнений [7, 8, 9]. Кроме того, она 
получила широкое распространение в инженерной геометрии и компьютерной графи-
ке [10], используется для 3D моделированию равновесных капиллярных поверхностей 
и визуализации различных эффектов, связанных с их устойчивостью или неустойчиво-
стью [11], для обработки результатов параметрических расчетов в задачах вычисли-
тельной аэрогазодинамики [5, 12] и других задач. 

Среди разнообразия задач многомерной аппроксимации [13, 14], необходимо выде-
лить класс задач, связанных с аппроксимацией непрерывных функций [15, 16]. Такие 
задачи, как правило решаются на отрезке функций с интерполяцией на равномерных 
сетках [17]. Выбор равномерных сеток связан с необходимостью определять заранее уз-
лы интерполяции, поскольку они необходимы для определения коэффициентов ин-
терполяционных функций. Вместе с тем, в работах [13, 18] был предложен метод опре-
деления интерполяционных кривых в точечном исчислении, который сохранял воз-
можность выбора любых узлов интерполяции. Использование таких интерполяцион-
ных кривых открывает новые возможности в аппроксимации непрерывных кривых и 
позволяет по-новому сформулировать задачу аппроксимации непрерывных функций, 
связанную с поиском оптимальных узлов аппроксимации путём минимизации целевой 
функции, которая ранее просто не могла быть поставлена из-за ограниченных возмож-
ностей существующих математических аппаратов интерполяции. 

2. Метод поиска оптимальных узлов аппроксимации 
Метод оптимального поиска узлов аппроксимации основан на использовании ин-

терполяционных кривых, реализованных в точечном исчислении [13, 18]. Основная 
идея определения таких кривых заключается в том, что вместо конкретных значений 
полиномиальных коэффициентов используются координатные векторы Ak, которые 
управляют формой алгебраической кривой: 
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где M − текущая точка дуги кривой; 
t − текущий параметр, который изменяется от 0 до 1; 
n – количество узлов интерполяции. 

Выполним замену координатных векторов Ak на узлы интерполяционной кривой Mk. 
Для этого примем следующее условие: M=Mk+1 при равномерном распределении теку-
щего параметра t=k/n. Следует учесть, что первый и последний узлы интерполяции 
уже определены начальной и конечной точкой кривой. Т.е. A1=M1 при t=0, а An=Mn при 
t=1. В результате вместо параметра t в каждой точке (узле интерполяции) получим 
конкретное его значение. Далее составляется система линейных уравнений, которая 
решается методом Крамера относительно неизвестных координатных векторов Ak, за-
меняя их на узлы интерполяционной кривой Mk. Определённые таким образом выра-
жения Ak подставляются в исходное точечное уравнение алгебраической кривой. В ре-
зультате получим точечное уравнение интерполяционной кривой, которая определяет-
ся узловыми точками Mk и текущим параметром t: 



 1 1

0

,
n

k k

k

M M t 



  

где  1k t   – полиномиальные функции степени n, полученные в результате замены 

координатных векторов Ak на узлы интерполяционной кривой Mk. 
Таким образом в уравнении интерполяционной кривой сохраняется возможность 

управлением узлами интерполяции Mk. Переходя к системе параметрических уравне-
ний, для двухмерного пространства получим: 
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где xk+1 и yk+1 – координаты узлов интерполяции Mk+1. 
Полученная система уравнений описывает нелинейное по осям абсцисс и ординат 

пространство с помощью двух независимых полиномиальных функций. 
Теперь имея уравнение кривых сохраняющих координаты узлов интерполяции, 

можно ставить задачу оптимального расположения узлов интерполяции по оси абсцисс 
для аппроксимации непрерывных функций. Для этого интерполяционную кривую 
необходимо дискретизировать – представить в виде дискретного набора точек, количе-
ство которых m должно быть больше количества узлов интерполяции n. В результате 
для двухмерного пространства получим два отдельных массива функций xi и yi от узлов 
интерполяции и текущего параметра с равномерным распределением значений ti=i/m. 
Таким образом, для каждого конкретного значения ti получим значения функций xi и 
yi, которые зависят только от узлов интерполяции Mk. 

Целевая функция представляет собой сумму квадратов разности координат 
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 , где  if x  – это аппроксимируемая функция в качестве переменной, 

для которой используется массив значений, полученный на основе аппроксимирую-
щей функции. 

Определив минимум целевой функции, получим значения координат узлов интер-
поляционной кривой, оптимизированные по оси абсцисс и итоговое уравнение интер-
поляционной кривой в векторной форме или в виде системы параметрических уравне-
ний. 

Фактически, предложенный метод основан на минимизации среднеквадратичного 
отклонения двух функций. При этом происходит «обучение» аппроксимирующей по-
линомиальной функции на основе аппроксимируемой. Качество такого «обучения» за-
висит от количества точек, полученных путём дискретизации интерполяционной кри-
вой. Таким образом, чем выше значение количества дискретизированных точек интер-
поляционной кривой m, тем выше качество аппроксимации и вместе с тем выше вы-
числительная нагрузка. Как показали вычислительные эксперименты, эта зависимость 
не является линейной и даже при небольших значениях m можно получить качествен-
ные результаты аппроксимации при низких вычислительных затратах. 

3. Результаты проведения вычислительных экспери-
ментов 

Для проведения вычислительных экспериментов выбрана функция Рунге, которая 
определяется на отрезке [-1,1]: 
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Для аппроксимации функции Рунге используется интерполяционная кривая в нели-
нейном двумерном пространстве, проходящая через 6 узлов интерполяции Mk, которая 
определяется следующим точечным уравнением и сводится к системе двух однотипных 
параметрических уравнений: 
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где xj и yj – координаты 6 узлов интерполяции ( 1,2,...,6j  ); 
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t  – параметр интерполяционной кривой, который изменяется от 0 до 1; 

1t t   – дополнение параметра t до 1. 

Значения  if x  вычисляются исходя из исходной функции Рунге: 
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Далее составляем и определяем минимум целевой функции:   
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проведения вычислительных экспериментов значение m=100. 
Из 6 узлов интерполяции первый и последний уже определены исходя из условий: 

1 1x   , 
6 1x  . Остаётся вычислить координаты 4 узлов: 2 3 4 5, , ,x  x  x  x , таким образом, 

чтобы отклонение аппроксимируемой полиномиальной функции от аппроксимирую-
щей было минимальным. 

Вычисления производились в системе компьютерной алгебры Maple. Для миними-
зации целевой функции использовалась команда NLPSolve из пакета Optimization. В 
результате были определены оптимальные координаты узлов аппроксимации функции 
Рунге по оси абсцисс: 

2 3 4 50.233198, 0.06054, 0.06054, 0.233198.x  x  x  x       

Итоговые уравнения аппроксимирующей функции в нелинейном двухмерном про-
странстве представлены в виде следующей системы параметрических уравнений: 
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Как видно из полученной системы уравнений, для аппроксимации функции Рунге 
было использовано два полинома 5-й степени по каждой из осей координат. Выполним 
визуальное сравнение графика аппроксимируемой функции Рунге и аппроксимирую-
щей алгебраической кривой 5-го порядка в нелинейном пространстве (рис. 1). 



 
Рис. 1. Визуализация графика функции Рунге (красный), аппроксимированного алгеб-

раической кривой 5-го порядка в нелинейном пространстве (синий) 
 

Для визуального сравнения полученных результатов приведём график функции 
Рунге, аппроксимированный полиномом Лагранжа с равномерным распределением 
узлов интерполяции (рис. 2) и с использованием узлов Чебышева (рис. 3), которые 
считаются оптимальными для аппроксимации функции Рунге. Как видно из сравнения 
рисунка 1 с рисунками 2 и 3, существующие методы аппроксимации функции Рунге 
значительно уступают по точности предложенному методу поиска оптимальных узлов 
аппроксимации. 

 

 
Рис. 2. Визуализация графика функции Рунге (красный), аппроксимированного поли-

номом Лагранжа с равномерным распределением узлов интерполяции (синий) 
 

 
Рис. 3. Визуализация графика функции Рунге (красный), аппроксимированного поли-

номом Лагранжа с использованием узлов Чебышева (синий) 



По результатам расчёта среднеквадратичная ошибка аппроксимации (MSE) соста-
вила всего 0.0000284, что подтверждается сравнением графиками функций, представ-
ленных на рисунке 1. Для сравнения MSE интерполяционной кривой 5-го порядка, по-
строенной на основе 6 узлов Чебышева, составляет. Для достижения MSE=0.0000253 
кривой на основе узлов Чебышева, сопоставимой с среднеквадратичной ошибкой на 
основе метода определения оптимального расположения узлов аппроксимации, необ-
ходимо не менее 23 узлов, что приводит к необходимости использования полинома 22 
степени и значительно повышает сложность вычислений, требования к округлению 
полиномиальных коэффициентов и усложняет возможности их практического исполь-
зования. Столь высокое качество аппроксимации при минимальном значении узловых 
точек обеспечивается тем, что аппроксимирующая кривая определяется в нелинейном 
пространстве, сохраняя при этом нелинейность как по оси абсцисс, так и по оси орди-
нат. Это наводит на мысль, что ещё более эффективной аппроксимации можно достичь 
для пространственных интерполяционных кривых в многомерном пространстве. 

Также были проведены вычислительные эксперименты по определению оптималь-
ных узлов аппроксимации для различных интерполянтов в виде алгебраических кри-
вых, проходящих через наперёд заданные точки. В результате мы можем проанализи-
ровать тенденцию изменения среднеквадратичной ошибки MSE метода поиска опти-
мальных узлов аппроксимации непрерывных функций с учётом нелинейности про-
странства в зависимости от количества узлов аппроксимации (табл. 1). 
Таблица 1. Зависимость MSE от количества узлов аппроксимации 

Количе-
ство 

узлов 
5 6 7 8 9 10 11 

MSE 
0,00096

3 
2,84E-

05 
5,14E-

07 
1,01E-

08 
8,15E-

10 
2,67E-

08 
4E-
09 

Как видно из таблицы 1, до 9 узлов наблюдается стабильный рост точности аппрок-
симации и незначительное её снижение при использовании 10 и 11 узлов аппроксима-
ции. Это связано с ограничением использованного численного метода минимизации 
целевой функции по числу итераций. Несмотря на это значения среднеквадратичной 
ошибки остаются на уровне 10-8 и ниже, что говорит об очень высоком качестве ап-
проксимации и эффективности предложенного метода. 

Сравним предложенный метод с результатами исследований других авторов. В рабо-
те [19] реализован особый алгоритм на основе вейвлет-преобразования, обеспечивший 
квази-интерполяцию функции Рунге методом сингулярных вейвлетов с равномерным 
расположением узлов интерполяции на промежутке [–1, 1]. Для достижения каче-
ственного результата понадобилось 13 точек, что также уступает по количеству узлов 
аппроксимации по сравнению с предложенным методом. В работе [20] для аппрокси-
мации функции Рунге на отрезке [–1, 1] были использованы адаптивные радиальные 
базисные функции. Для достижения MSE=0.000017 сопоставимой по точности с пред-
ложенным методом вместо 6 узлов интерполяции понадобилось 47. При этом для точ-
ной аппроксимации со среднеквадратичной ошибкой на уровне 2.6Е-6 понадобилось 
83 узла. 

В работе [21] исследовалась возможность использования нейросетей для аппрокси-
мации функции Рунге на отрезке [-2.5,2.5]. Применим метод поиска оптимальных уз-
лов аппроксимации непрерывных функций с учётом нелинейности пространства для 
аппроксимации функции Рунге с новыми граничными условиями. 



 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Визуализация графика функции Рунге (красный) на отрезке [-2.5,2.5], аппрок-
симированного алгебраической кривой в нелинейном пространстве (синий): 

а) кривая 5-го порядка, проходящая через 6 узлов интерполяции; 
б) кривая 6-го порядка, проходящая через 7 узлов интерполяции 

 
При аппроксимации функции Рунге на отрезке [-2.5,2.5] алгебраической кривая 5-го 

порядка, проходящая через 6 узлов интерполяции, среднеквадратичная ошибка соста-
вила 0.0005587. А при использовании кривой 6-го порядка, проходящей через 7 узлов 
интерполяции, MSE=0.00001936. Как видно из полученных результатов (рис. 4а и 4б), 
эффективность предложенного метода выше при значительно меньшем количестве уз-
ловых точек аппроксимации. В работе [21] для аппроксимации функции Рунге нейрон-
ной сетью с 1 нейроном на входном слое, 3 нейронами на скрытом слое и 1 нейроном на 
выходном слое обученной на 25 эпохах использовалось 500 точек. В то время, как для 
реализации предложенного метода поиска оптимального расположения узлов аппрок-
симации в нелинейном пространстве понадобилось всего 6 и 7 узловых точек соответ-
ственно (рис. 4а и 4б). 

4. Заключение 
К преимуществам предложенного метода оптимизации расположения узлов аппрок-

симации, помимо низких значений среднеквадратичной ошибки, следует отнести то, 
что метод является устойчивым к увеличению количества узлов. Это объясняется спе-
цификой самого метода, который каждый раз оптимизирует расположение узлов ап-
проксимации, адаптируясь к аппроксимируемой функции. При этом отсутствует неже-
лательный эффект осцилляций полиномиальной функции, что подтверждается на 
примере Рунге. Другим преимуществом является значительное снижение степени ап-
проксимирующих полиномов по сравнению с другими методами аппроксимации без 
необходимости использования для аппроксимации кусочных функций. 

К недостаткам предложенного метода относится то, что он реализован с использова-
нием численных методов для поиска минимума целевой функции, которые в значи-
тельной степени зависят от качества выбора начального приближения. Требуется про-
ведение дополнительных исследований для обеспечения устойчивости предложенного 
метода к минимизации целевой функции. Вместе с тем, предложенный метод показал 
высокую устойчивость по отношению к увеличению узлов аппроксимации. Он является 
в достаточной степени универсальным и может стать эффективным инструментом ап-



проксимации любых непрерывных функций, а также массивов экспериментальных 
данных любого происхождения. 

Поскольку кривая является основным формообразующим инструментом геометри-
ческого моделирования, предложенный метод поиска оптимальных узлов аппрокси-
мации непрерывных функций с учётом нелинейности пространства имеет большие 
перспективы в сторону увеличения количества переменных аппроксимирующей функ-
ции для аппроксимации геометрических объектов, процессов и явлений, имеющих 
сложную геометрическую форму с помощью непрерывных функций без необходимости 
использования кусочных функций. Такие кривые могут стать эффективным инстру-
ментом описания внутренней структуры пространства для моделирования изотропных 
и анизотропных геометрических тел, как выделенной части пространства [22]. Также 
перспективу дальнейших исследований составляют поиск эффективных методов ми-
нимизации целевой функции многих переменных и проведение вычислительных экс-
периментов по аппроксимации различных непрерывных и кусочных функций. 
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Abstract 

A method of searching optimal nodes of approximation realized on the example of Runge 
function is proposed. The method is based on the use of interpolation algebraic curves in 
point calculus and is reduced to minimization of the target function of many variables, which 
provides minimum deviations of the approximating function from the original one. Tradi-
tionally, in the process of interpolation, the coefficients of the interpolating function are de-
termined on the basis of the initial points, which does not make it possible to ensure the 
search for the optimal location of interpolation nodes, since the coordinates of the node 
points are necessary to determine the coefficients of the interpolating function. The peculiari-
ty of interpolation curves realized in point calculation is that they are obtained by uniform 
distribution of the parameter along the numerical axis and keep the coordinates of interpola-
tion nodes in the point equation, which makes it possible to set and solve the problem of their 
optimal location by minimizing the target function. After the realization of the coordinate cal-
culation of the point equation of the interpolation curve, the final result of the approximation 
of the original function is an algebraic curve given in parametric form, which allows us to use 
the nonlinearity of space to significantly reduce the degree of the approximating polynomial 
function. For example, when using Chebyshev nodes, which are considered optimal for ap-
proximating the Runge function, at least 20 nodes are needed to achieve a high-quality ap-
proximation, which leads to the need to use a polynomial of degree 19. In this case, the MSE 
is 0.000111. Whereas for the Runge function approximation based on the optimized ar-
rangement of approximation nodes, even when using 6 node points, the MSE is only 
0.0000284, which is an order of magnitude lower compared to Chebyshev nodes and allows 
using two polynomials of degree 5 on each of the coordinate axes instead of one polynomial of 
degree 19.  

  
Keywords: approximation, continuous function, approximation nodes, interpolation, 

interpolation curve, minimum of function, point calculus, nonlinear space, Runge function. 
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