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Аннотация 

В работе рассматривается подход к решению задачи Коши для примера дифферен-
циального уравнения в частных производных первого порядка по заданным краевым 
условиям функционально-воксельным методом (ФВМ). Предложенный подход ис-
пользует наработанный опыт дифференцирования и интегрирования в ФВ-
моделировании для получения локальных геометрических характеристик треугольных 
элементов на поверхности результирующей функции в процессе линейной аппрокси-
мации. Разбирается аналитическое решение простого примера дифференциального 
уравнения в частных производных первого порядка для задачи Коши. На основе полу-
ченного аналитического решения строится ФВ-модель для дальнейшего сравнения с 
результатами, полученными средствами ФВ-моделирования. Описывается алгоритм 
решения примера средствами ФВ-моделирования. Проводится визуальный и числен-
ный сравнительный анализ на отличие полученного результата ФВ-моделирования от 
принятого эталона. Основным отличием решения численными методами подобной за-
дачи является получаемый результат. В численных методах результатом является зна-
чение функции в узлах аппроксимации, а ФВ-модель в узлах содержит локальные гео-
метрические характеристики (компоненты градиента в увеличенном на единицу про-
странстве), что позволяет получить узловую локальную функцию неявного вида, а так-
же дифференциальную локальную функцию явного вида. Предлагаемое графическое 
представление области функции на компьютере обеспечивает не только зрительную 
наглядность, но и компактность хранения по сравнению с традиционным массивом 
вещественных чисел.  
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1. Введение  
Решение простого уравнения в частных производных первого порядка на сегодняш-

ний день не представляется сложной проблемой и сполна обеспечивается аналитиче-
ским и компьютерными численными средствами решения. Предлагаемое исследова-
ние нацелено скорее на получение принципиального ответа: можно ли применять 
свойства функционально-воксельной модели (ФВ-модели), применяемой для решения 
достаточно широкого класса задач [1,2], в решении дифференциального уравнения в 
принципе. Поэтому изначально выбран пример [3], который не отличается сложно-
стью, но способен вполне наглядно продемонстрировать ответ на поставленный во-
прос.  В случае получения результирующей функции вручную или посредством имею-
щегося на компьютере аналитического калькулятора мы имеем в результате формуль-
ное выражение [4-8], а вот численные компьютерные методы настроены на получение 
числовых значений в узлах аппроксимационной сетки, т.е., получаем как результат 
число [9,10]. Функционально-воксельный метод (ФВ-метод) обеспечивает на задавае-
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мой области аналитической функции заполнение локальными функциями, описыва-
ющими локальный линейный закон для каждой точки области, что позволяет приме-
нять в дальнейших вычислениях не просто число, а соответствующее аналитическое 
выражение со всеми вытекающими от сюда преимуществами. 

В работе [11] рассматривается алгоритм дифференцирования и интегрирования на 
основе принципов построения ФВ-модели. Достаточно просто осуществляется переход 
к ФВ-модели частных производных и обратно к первообразной ФВ-модели. При этом 
для определимости полученных результатов необходимо задавать начальные условия 
(задача Коши). Это позволяет развить подход к построению ФВ-модели в решении 
дифференциального уравнения в частных производных по заданным краевым услови-
ям.  

2. Постановка задачи 
Для демонстрации алгоритма рассмотрим пример решения однородного дифферен-

циального уравнения в частных производных, разобранный в учебном пособии [3]: 

𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0, (1) 

удовлетворяющее условию 
𝑧(0,𝑦) = 𝑦2. (2) 

Аналитическим решением такого дифференциального уравнения будет функция, 
описывающая параболоид вращения 𝑢(𝑥, 𝑦): 

𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 2 + 𝑦2. (3) 
При этом 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2𝑥, (4) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑦. (5) 

На рис.1 демонстрируется иллюстрация функции (3), заданной на области 𝑥 ∈
[0,2],𝑦 ∈ [0,2], выполненная традиционным подходом в системе MathCAD с шагом дис-

кретизации 1/30. 
 

 
Рис. 1: Иллюстрация функции (3) в системе MathCAD 

 
Зрительный анализ рисунка 1 показывает примерное значение функции (3) в угло-

вых точках рассматриваемого сегмента поверхности, которые при точном вычислении 
дают координаты: (0,0,0), (2,0,4), (0,2,4), (1,1,8). 



Рис.2 (а, б) соответственно демонстрирует изображение поверхностей функций (4) и 
(5) как частных производных функции (3). Рассчитаем значения в угловых точках для 
этих сегментов поверхностей соответственно: (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 4), (2, 2, 4) и (0, 0, 
0), (0, 2, 0), (2, 0, 4), (2, 2, 4). 

 

  
а) б) 

Рис. 2: Иллюстрация функций (4,5) в системе MathCAD 
 
Далее, применив ФВ-метод, получим компьютерное ФВ-представление функции (3) 

в виде области локальных функций вида: 𝑛1𝑥 + 𝑛2 𝑦 + 𝑛3𝑧 + 𝑛4 = 0, где (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 , 𝑛4) – 

локальные геометрические характеристики такой функции и на компьютере отобра-
жаются в графические М-образы (𝑀1,𝑀2, 𝑀3, 𝑀4) (Рис.3) c разрешением М-образа 

400х400. Под М-образами в работе [8] понимаются образы-модели, отображающие 
тоном или цветом одну из локальных геометрических характеристик ФВ-модели. Такое 
графическое представление на компьютере области функции обеспечивает не только 
зрительную наглядность, но и компактность хранения по сравнению с традиционным 
массивом вещественных чисел. При этом точность представления числового значения 
полутоном обеспечивается в RGB-формате (256 оттенков). Для увеличения наглядно-
сти продемонстрируем М-образы для 16777214 оттенков цвета на рисунке 4. Получае-
мые при этом узоры характеризуют переход от оттенков красного цвета через зелёные 
оттенки к синим, обеспечивая более высокую наглядность за счёт полученных узоров 
для сравнения предполагаемого результата с предложенным эталоном. За эталон ре-
шения в нашем случае примем М-образы рисунков 3 и 4. 

 

    

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис. 3: Иллюстрация представления на компьютере локальных геометрических ха-
рактеристик функции (3) (256 оттенков полутона) 
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Рис. 4: Иллюстрация представления на компьютере локальных геометрических ха-
рактеристик функции (3) (16777214 оттенков цвета) 

 
На этом этапе будем считать, что имеем достаточно исходной информации для чис-

ленного и визуального эксперимента.  

3. Построение ФВ-модели дифференциального  
уравнения 

В работе [11] показан алгоритм получения ФВ-модели первообразной функции если 
известны её ФВ-модели частных производных. При этом, достаточно определить ло-
кальные геометрические характеристики в одной аппроксимационной точке для вы-
числения значения функции в остальных точках треугольного элемента аппроксима-
ционной сетки. Это позволяет развернуть дальнейший поиск локальных геометриче-
ских характеристик на всей заданной области решения.   

Чтобы использовать этот алгоритм необходимо выразить частные производные 
функции для получения их точного значения в текущей точке. 

В рассматриваемом случае начальным условием служит функция (2). Она представ-
ляет собой сечение искомой поверхности функции (3) при 𝑥 = 0. 

А значит 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
≈

∆𝑧

∆𝑦
, ∆𝑦 = ℎ, ∆𝑧 = 𝑧𝑖+1(0,(𝑖 + 1)ℎ) − 𝑧𝑖+1(0, 𝑖ℎ), 𝑖 = [0 … 𝑛], (6) 

где ℎ - шаг аппроксимации. 
Численные данные, подтверждающие предложенное решение, можно увидеть на 

рисунке 2, б. Здесь мы видим, что в точке (0, 0) 𝜕𝑧/𝜕𝑦 = 0, а в точке (400, 0) 𝜕𝑧/𝜕𝑦 = 0. 
При этом вдоль оси 𝑂𝑦 значение, постоянно возрастающее по линейному закону. 

Тогда можно говорить, что для 𝑥 = 0 готово решение по определению частных про-

изводных: 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
≈

𝑥∆𝑧

𝑦∆𝑦
. (7) 

Если локальную функцию ФВ-модели представить как: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑢 + 𝑑 = 0, то  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝑎

𝑐
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝑏

𝑐
,    

где коэффициент "𝑐" заменим на аппроксимационный "𝐶" (Рис.6):  
𝐶 = 𝑥1(𝑦2 − 𝑦3 ) − 𝑥2(𝑦1 − 𝑦3 ) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2 ) 

 



 
Рис. 6: Иллюстрация узлов аппроксимации 

 
Учитывая переход к получению компонентов вектора градиента имеем: 

𝐴 = −
𝑎

𝑐
𝐶,   𝐵 = −

𝑏

𝑐
𝐶, 𝐷 = −𝐴𝑥1 − 𝐵𝑦1 − 𝐶𝑢1. (8) 

На первом шаге расчёта 𝑢1 определяется по формуле (3), а в остальных случаях соот-
ветственно используются полученные через очередные коэффициенты для локальной 
функции: 

𝑧𝑖 = −
𝐴

𝐶
𝑥𝑖 −

𝐵

𝐶
𝑦𝑖 −

𝐷

𝐶
. 

В результате последовательного вычисления для каждого узла аппроксимационной 
триангулированной сетки локальных геометрических характеристик  методом ФВ-
моделирования [6, 7] заполняется область решения искомого дифференциального 
уравнения локальными функциями 𝑛1𝑥 + 𝑛2𝑦 + 𝑛3𝑢 + 𝑛4 = 0. На компьютере такая об-
ласть представляется соответствующими образами (𝑀1,𝑀2, 𝑀3, 𝑀4) как показано на 

рис.5 (256 градаций полутоновой закраски) и рис.6 (16777215 градаций цветовой за-
краски RGB). 

 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис. 5: Иллюстрация локальных геометрических характеристик полученного ре-
зультата  

(256 градаций полутона) 
 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис. 6: Иллюстрация локальных геометрических характеристик полученного ре-
зультата 

(16777215 градаций цвета) 
 



Полученный результат на рис.5, 6 визуально сравним с результатом рис.3, 4. Это 
подтверждает адекватность работы алгоритма.  

Ниже приводится результат численной оценки узловых значений функции и её 
частных производных в углах заданной области 𝑥 ∈ [0,2],𝑦 ∈ [0,2]: 

x=0   y=0 z=0.0000 dz/dx=0.0000 dz/dy=0.0000 
x=0   y=2 z=3.9167 dz/dx=0.0000 dz/dy=3.9169; 
x=2   y=0 z=3.9166 dz/dx=3.9453 dz/dy=0.0000; 
x=2   y=2 z=7.9686 dz/dx=3.9453 dz/dy=3.9164. 

Сравнение на отличие точек для соответствующих М-образов с принятыми эталона-
ми показал, что для 640054 точек образа количество точек со значением отличающим-
ся не более чем на единицу: 

𝑀1 = 9515,𝑀2 = 3254,𝑀3 = 2116,𝑀4 = 6086 (не более 1,5%). 

4. Выводы 
Результатом полученного решения является линейная локальная функция, пред-

ставленная локальными геометрическими характеристиками для точек выбранной об-
ласти: 

𝑛1𝑥 + 𝑛2𝑦 + 𝑛3𝑧 + 𝑛4 = 0. 
При этом, выразив 𝑢(𝑥, 𝑦) получим локальное дифференциальное уравнение: 

𝑧 = −
𝑛1

𝑛3

𝑥 −
𝑛2

𝑛3

𝑦 −
𝑛4

𝑛3

 или 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑦 −

𝑛4

𝑛3

. 

Представленные исследования являются начальным этапом для применения ФВ-
моделирования в решении дифференциальных уравнений. Сейчас уже можно сказать, 
что структура ФВ-модели, основанная на информации о компонентах вектора градиен-
та в каждой точке области функции, дискретно представляет дифференциальные ха-
рактеристики функции. Но вопросом является как эффективно их применять в реше-
нии дифференциального уравнения. На сегодняшний день можно лишь с уверенно-
стью сказать, что без задания необходимого дополнительного условия предложенный 
подход не сможет построить полностью требуемую ФВ-модель.  
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Abstract 

The paper considers an approach to solving the Cauchy problem for an example of a par-
tial differential equation of the first order under given boundary conditions by the functional 
voxel method (FVM). The proposed approach uses the accumulated experience of differentia-
tion and integration into FV- modeling to obtain local geometric characteristics of triangular 
elements on the surface of the resulting function in the process of linear approximation. The 
analytical solution of a simple example of a partial differential equation of the first order for 
the Cauchy problem is analyzed. Based on the obtained analytical solution, FV-model is con-
structed for further comparison with the results obtained by means of FV-modeling. The al-
gorithm for solving the example is described by means of FV-modeling. A visual and numeri-
cal comparative analysis is carried out to determine the difference between the obtained re-
sults of FV-modeling and the accepted standard. The main difference between solving such a 
problem by numerical methods is the results obtained. In numerical methods, the result is 
the value of the function at the approximation nodes, and the FV-model at the nodes contains 
local geometric characteristics (gradient components in a space enlarged by one), which 
makes it possible to obtain a nodal local function of an implicit form, as well as a differential 
local function of an explicit form. The proposed graphical representation of the function area 
on a computer provides not only visual visibility, but also compact storage compared to a tra-
ditional array of real numbers.  

  
Keywords: Functional-voxel modeling, partial differential equation, Cauchy  problem, 

local function, local differential function, local geometric characteristics.  
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