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Аннотация 
В работе рассматриваются задачи визуального анализа многомерных наборов дан-

ных. Для визуального анализа применяется подход построения упругих карт. В работе 
приведены результаты применения упругих карт для визуального анализа многомер-
ных наборов данных различного происхождения. Описан ряд процедур обработки дан-
ных, позволяющих улучшить полученные результаты – предварительная фильтрация 
данных, удаление отделившихся кластеров (флотация). Для решения проблемы мас-
штабируемости, когда упругая карта подстраивается, как под область сгущения точек 
данных, так и к отдельно расположенным точкам облака данных, применяется подход 
quasi-Zoom. Рассматриваются примеры для многомерных данных различного проис-
хождения – для анализа образцов полезных ископаемых, для анализа частот совмест-
ного употребления слов при обработке текстов, для анализа многомерного массива 
ошибок в задаче сравнения точности солверов программного пакета при моделирова-
нии обтекания конуса. 
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1. Введение 
В анализе многомерных данных осо-

бое место занимают задачи классифи-
кации. При решении задач классифика-
ции очень полезными оказываются под-
ходы визуальной аналитики, являющи-
еся синтезом нескольких алгоритмов 
понижения размерности и визуального 
представления многомерных данных во 
вложенных в исходный объем многооб-
разиях, имеющих меньшую размер-
ность. 

К таким алгоритмам можно отнести 
отображение исходного многомерного 
объема в упругих картах [2,6,7] с разны-
ми свойствами упругости или эластич-
ности. Эти методы позволяют тем или 
иным образом выделить из исходного 
многомерного объема данных содержа-
щуюся в нем кластерную структуру. Ав-
торами подхода [2,6,7] разработан про-
граммный комплекс ViDaExpert [3], 

позволяющий проводить построение и 
визуальное представление упругих карт. 
Основные функциональные особенно-
сти данного программного комплекса 
подробно описаны в [2]. 

Интерес к упругим картам появился у 
нас в процессе реализации проекта по 
разработке вычислительной технологии 
для построения, обработки, анализа и 
визуального представления многомер-
ных параметрических решений задач 
газовой динамики. Вычислительная 
технология реализована как единая тех-
нологическая цепочка алгоритмов про-
изводства, обработки, визуализации и 
анализа многомерных данных. Такая 
технологическая цепочка может рас-
сматриваться как прототип обобщенно-
го вычислительного эксперимента для 
нестационарных задач вычислительной 
газовой динамики. В итоге подобный 
обобщенный вычислительный экспери-
мент позволит получать решение не од-
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ной отдельно взятой задачи, а решение 
для целого класса задач, задаваемого 
диапазонами изменения определяющих 
параметров. Также следует отметить 
универсальность подобного обобщенно-
го вычислительного эксперимента. Он 
может быть применен к широкому кругу 
задач математического моделирования 
нестационарных процессов. Практиче-
ская реализация подобного обобщенно-
го эксперимента может обеспечивать 
организацию крупномасштабных про-
мышленных расчетов. Описание эле-
ментов реализованной вычислительной 
технологии приведено в работах [4,5]. 

На практике упругие карты оказались 
полезным и достаточно универсальным 
инструментом, что позволило приме-
нять их к многомерным объемам дан-
ных разного типа. Данный подход был 
применен к задачам анализа текстовой 
информации, где в качестве числовых 
характеристик выступали частоты упо-
требления слов [1], а также к задачам 
анализа образцов полезных ископаемых 
[9]. 

2. Упругие карты 
Идеология и алгоритмы реализации 

построения упругих карт подробно 
представлены в работах [2,6]. Подобная 
карта представляет собой систему упру-
гих пружин, вложенную в многомерное 
пространство данных. Этот подход осно-
вывается на аналогии с задачами меха-
ники: главное многообразие, проходя-
щее через «середину» данных, может 
быть представлено как упругая мембра-
на или пластинка. Метод упругих карт 
формулируется как оптимизационная 
задача, предполагающая оптимизацию 
заданного функционала от взаимного 
расположения карты и данных.  

Согласно [2], основой для построения 
упругой карты является двумерная пря-
моугольная сетка G, вложенная в мно-
гомерное пространство, которая ап-
проксимирует данные и обладает регу-
лируемыми свойствами упругости по 
отношению к растяжению и изгибу.  

Варьирование параметров упругости 
заключается в построении упругих карт 

с последовательным уменьшением ко-
эффициентов упругости, в силу чего 
карта становится более мягкой и гиб-
кой, наиболее оптимальным образом 
подстраиваясь к точкам исходного мно-
гомерного объема данных. После по-
строения упругую карту можно развер-
нуть в плоскость для наблюдения кла-
стерной структуры в изучаемом объеме 
данных. Применение упругих карт поз-
воляет более точно и четко определять 
кластерную структуру изучаемых мно-
гомерных объемов данных.  

Следует отметить, что при построе-
нии упругих карт в многомерном облаке 
данных, состоящем из сгущений и от-
дельных отдаленных точек, возникает 
проблема масштабируемости.  Упругая 
карта будет пытаться подстроиться под 
рассматриваемый объем в целом – как к 
отдаленным точкам, так и к областям 
сгущения, что, естественно, не может 
получиться одинаково хорошо. Для того 
чтобы решить эту проблему и обеспе-
чить четкое представление о данных в 
области сгущений в работе [1], был 
предложен подход, названный quasi-
Zoom, заключающийся в вырезании об-
ласти сгущения из рассматриваемого 
облака многомерных данных и построе-
ния для вырезанной области упругой 
карты заново. 

3. Процедуры обработки 
многомерных данных при 
построении упругих карт 

Рассмотрим пример построения упру-
гих карт для объема многомерных дан-
ных, представляющих собой описание 
характеристик полезных ископаемых, а 
именно, трех сортов угля из месторож-
дений Польши [8]. 

Рассматриваются многомерные дан-
ные, представляющие собой точки в 
многомерном пространстве признаков 
(характеристик образцов угля). Про-
странство признаков состоит из следу-
ющих характеристик образцов угля – 
плотность, масса, удельная теплота сго-
рания, зольность, содержание серы, со-
держание летучих компонент, содержа-
ние влаги. 



Таким образом, мы имеем набор то-
чек в 7-мерном пространстве, соответ-
ствующих различным образцам угля. В 
наборе данных отображены три сорта 
угля. Рассматривается визуальный ана-
лиз с помощью применения упругих 
карт и главных компонент с целью изу-
чения кластеризации многомерного об-
лака данных и разделения сортов угля. 
Здесь и далее построение и визуальное 
представление упругих карт реализова-
но с помощью программного комплекса 
ViDaExpert [3], подробно описанного в 
[2]. 

 Для исходного объема строится 
«мягкая» упругая карта, отображаемая в 
пространстве, образованном первыми 
тремя главными компонентами. Крас-
ные, зеленые и синие точки соответ-
ствуют трем типам угля (см. рис. 1). Да-
лее представляем развертку построен-
ной карты (см. рис. 2) на плоскость, об-
разованную двумя первыми главными 
компонентами. 

 

 
Рис. 1. Построение «мягкой» упругой 

карты, представляющей три сорта угля. 
 

 
Рис. 2. Развертка «мягкой» упругой 

карты, представленной на предыдущем 
рисунке. 

 
По развертке видно, что красные точ-

ки образуют отделившийся кластер, за 
исключением точки в правой части ри-
сунка. Зеленые и синие точки переме-
шаны. 

Для дальнейшего улучшения разде-
ления применим фильтрацию исходно-
го объема данных. Следует отметить, что 
для некоторых точек в исходном масси-
ве представлены неполные данные, то 
есть для некоторых образцов информа-
ция по ряду характеристик отсутствует 
или находится в широком диапазоне 
вариации, а не представлена точно. В 
частности, данные по размерам образ-
цов представлены неопределенной ве-
личиной меньше некоторого или боль-
ше некоторого предела (огромные куски 
или пыль). Попробуем провести филь-
трацию данных, то есть убрать все точ-
ки, данные по которым представлены 
нечетким или неполным образом. 

Удаление подобных точек из исход-
ного объема приводит к следующим ре-
зультатам (см. рис. 3).  

На рисунке 3 представлена развертка 
«мягкой» упругой карты для изменен-
ного объема данных. 

 



 
Рис. 3. Развертка «мягкой» упругой 

карты после фильтрации данных. 
 
Сорт угля, представленный точками 

красного цвета, полностью отделился 
после процедуры удаления из исходного 
объема данных точек с нечетко опреде-
ленными координатами в 7-мерном 
пространстве. 

Сорта, представленные синими и зе-
леными точками, остались смешанны-
ми. Попробуем еще раз провести ту же 
процедуру удаления точек из данных. 
Однако на этот раз исключим из рас-
сматриваемого объема красные точки 
целиком. Назовем эту процедуру флота-
цией (от английского термина flotation) 
аналогично термину, применяющемуся 
при очистке горных пород, когда более 
легкие фракции всплывают на поверх-
ность и удаляются. 

Теперь для четкого разделения двух 
оставшихся сортов достаточно отобра-
зить точки нового объема данных в про-
странстве трех первых главных компо-
нент (см. рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Оставшиеся точки в простран-
стве трех первых главных компонент 

после флотации (удаления отделивше-
гося полностью класса). 

Итак, комбинируя построение упру-
гих карт, отображение на вложенные в 
исходное пространство главные 2D и 3D 
многообразия и операции удаления не-
четких точек и отделившихся классов 
(фильтрация и флотация данных), мож-
но полностью провести разделение за-
данных в исходном объеме образцов на 
три класса, соответствующих трем сор-
там угля. 

Эти же приемы обработки исходных 
данных послужили основой для разра-
ботки приема quasi-Zoom при анализе 
текстовой информации в работе [1]. В 
этой работе основное внимание уделя-
лось изучению возможности примене-
ния методов упругих карт и t-SNE (ме-
тод стохастического распределения со-
седей с использованием t-
распределения Стьюдента) для анализа 
тематической близости слов русского 
языка. 

Основой предлагаемого метода явля-
ется анализ непосредственного окруже-
ния слов. Основная гипотеза состоит в 
том, что близкие по смыслу слова долж-
ны встречаться в примерно одинаковом 
контексте. В связи с этим в пространстве 
признаков они будут находиться на от-
носительно близком расстоянии друг от 
друга, тогда как отличающиеся слова 
будут находиться на более удаленном 
друг от друга расстоянии. 

Рассмотрим результаты построения 
упругих карт для тестового объема [1]. В 
качестве тестовых данных использова-
лись текстовые корпуса из новостных 
источников (ленты новостей за опреде-
ленный период). Процедуры извлече-
ния синтаксически связанных пар слов 
подробно описаны в [1]. Для первичных 
тестов было отобрано около 100 глаго-
лов со 155 наиболее связанными с ними 
существительными. Полученные таким 
образом данные далее рассматривались 
как многомерный объем данных, пред-
ставляющий собой 100 точек в 155-
мерном пространстве. Числовые значе-
ния получающейся в результате матри-
цы определяются как частоты совмест-
ного употребления. Рассмотрим приме-
нение упругих карт к изображению дан-
ного объема. На рисунке 5 представлена 



развертка «мягкой» упругой карты для 
данного объема. 

 

 
Рис. 5. Построение развертки «мягкой» 
упругой карты на плоскость первых двух 

главных компонент [1]. 
 
На рисунке видно, что изучаемый 

объем данных содержит область высо-
кой плотности данных и точки, доста-
точно далеко отстоящие от этой обла-
сти. 

 Именно в таких случаях возникает 
проблема масштабируемости, описан-
ная ранее. Для решения этой проблемы 
был разработан подход quasi-Zoom, 
представленный в работе [1]. При ис-
следовании объема частот совместного 
употребления глаголов и существитель-
ных в работе [1] практическая задача 
ставилась следующим образом. Нужно 
было максимально разделить «слипши-
еся» точки. Для этой цели был разрабо-
тан подход quasi-Zoom, который позво-
лил решить эту задачу. Суть этого тех-
нологического приема заключается в 
том, что для более тонкой подстройки 
необходимо выделять большие класте-
ры в исследуемом объеме многомерных 
данных и проводить построение упругих 
карт для выделенных кластеров отдель-
но, организуя тем самым эффект, по-
добный функции «zoom» в современной 
фототехнике. Это позволит избежать 
проблем с масштабируемостью, когда 
упругая карта должна описывать как 
области сгущения, так и сильно удален-
ные отдельные точки. Этот прием срод-
ни проиллюстрированным ранее филь-
трации и флотации, однако он отлича-

ется от них тем, что имеет четкую по-
следовательность применения.  

Для улучшения разделения в области 
сгущения применим подход quasi-Zoom. 
Из исходного многомерного объема 
данных вырежем отделившиеся точки 
верхней части развертки. К получивше-
муся в результате этой процедуры ново-
му объему многомерных данных заново 
применим построение упругой карты. 
При этом упругую карту будем строить 
сразу максимально мягкой.   

После первого применения подхода 
quasi-Zoom разделение точек удалось 
значительно улучшить. Однако под точ-
кой, соответствующей наивысшей плот-
ности данных скрываются еще 37 
«слипшихся» слов – глаголов, приве-
денных на рисунке 6. 

 

 
Рис. 6. Список «слипшихся» глаголов в 
точке наивысшей плотности данных по-
сле первого применения подхода quasi-

Zoom с раскраской по плотности. 
 
Для того, чтобы обеспечить разделе-

ние оставшихся 37 глаголов в точке 
наивысшей плотности данных, приме-
ним прием quasi-Zoom еще раз. Снова 
вырезаются отделившиеся точки таким 
образом, чтобы в результирующем мно-
гомерном объеме данных остались 
только 37 «слипшихся точек». 

Повторно проводим для получивше-
гося нового многомерного объема дан-
ных из 37 точек построение максималь-



но мягкой упругой карты из сетки с та-
ким же количеством узлов, как и на 
предыдущем этапе. Большую часть то-
чек удалось разделить, однако в зоне 
наивысшей плотности данных осталось 
еще 17 «слипшихся» точек. 

Проводим процедуру quasi-Zoom в 
третий раз для оставшихся 17 точек. Ре-
зультаты представлены на рисунке 7. В 
результате третьего применения проце-
дуры удалось отделить еще 4 точки. 
Непосредственный анализ частот встре-
чаемости для оставшихся 13 точек пока-
зал, что все они имеют одинаковые ко-
ординаты по всем измерениям равные 
нулю. Следовательно, их разделение не-
возможно в принципе.  

Таким образом, процесс разделения 
точек в тестовом многомерном объеме 
данных с помощью построения упругих 
карт и применения процедуры quasi-
Zoom завершен полностью и успешно. 
Удалось разделить все точки многомер-
ного объема данных, имеющие различ-
ные и отличающиеся от нуля координа-
ты. Апробация приема quasi-Zoom, про-
веденная в работе [9] показала эффек-
тивность разработанного подхода. При 
этом результаты показали необходи-
мость проведения фильтрации данных 
на предварительном этапе с целью уда-
ления точек с полностью нулевыми или 
полностью одинаковыми координатами. 
Для этой цели был построен автомати-
ческий фильтр в виде программного 
модуля, позволяющий проводить филь-
трацию по указанному признаку. Для 
полного разделения точек рассматрива-
емого объема потребовалось только два 
раза последовательно применить quasi-
Zoom. Повторное применение quasi-
Zoom уже не оставляет слипшихся точек 
(рисунок 8). Таким образом, можно сде-
лать вывод, что предварительная очист-
ка данных путем фильтрации суще-
ственно ускоряет обработку многомер-
ного массива и улучшает качество обра-
ботки. 

 

 
Рис. 7. Развертка упругой карты с рас-
краской по плотности после третьего 

применения процедуры quasi-Zoom [1]. 
 

 
Рис. 8. Развертка упругой карты с рас-
краской по плотности после фильтра-
ции и двукратного применения проце-

дуры quasi-Zoom [9]. 
 
Следующим шагом является повто-

рение вышеописанных процедур для 
массива большей размерности. Рас-
смотрим массив, состоящий из 100 то-
чек в пространстве из 353 измерений. 
Массив строился так же и с теми же са-
мыми глаголами, как это было пред-
ставлено выше для случая 155 измере-
ний. Но только теперь увеличилось ко-
личество существительных, с которыми 



рассматривается совместное употребле-
ние этих глаголов. Повторим всю про-
цедуру для этого массива. Сначала про-
ведем фильтрацию, а затем построим 
упругую карту и ее развертку. На рисун-
ках 9, 10 представлены соответственно: 
набор данных в пространстве главных 
компонент, развертка упругой карты 
для этого набора данных. 

 

 
Рис. 9. Набор данных увеличенной 

размерности в пространстве главных 
компонент. 

 

 
Рис. 10. Развертка упругой карты для 

набора данных увеличенной размерно-
сти. 

 
Следует заметить, что парность схо-

жих глаголов хорошо отражается на 
развертке упругой карты. Это отражает-

ся на рисунке 11, представляющего часть 
рисунка 10 крупным планом. 

 

 
Рис. 11. Крупный план части рисунка 

10. 
 
Теперь применим подход quasi-Zoom, 

удалим отделившиеся точки и построим 
для оставшихся точек упругую карту, ее 
развертку на плоскость двух первых 
главных компонент и раскраску раз-
вертки по плотности данных. Результа-
ты построения упругой карты и ее раз-
вертки представлены на рисунках 
12,13,14. 

 

 
Рис. 12. Упругая карта для данных по-
вышенной размерности после первого 

применения quasi-Zoom. 
 



 
Рис. 13. Развертка упругой карты для 

данных повышенной размерности после 
первого применения quasi-Zoom. 

 

 
Рис. 14. Развертка упругой карты с рас-

краской по плотности для данных по-
вышенной размерности после первого 

применения quasi-Zoom. 
 
Дальнейшее применение подхода 

позволяет прийти к полному разделе-
нию точек изучаемого объема данных. 
Это может быть проиллюстрировано 
рисунками 15 и 16, где представлены ре-
зультаты второго применения процеду-
ры quazi-Zoom.  

 

 
Рис. 15. Упругая карта для данных по-
вышенной размерности после второго 

применения quasi-Zoom. 
 

 
Рис. 16. Развертка упругой карты для 

данных повышенной размерности после 
второго применения quasi-Zoom. 

 
Таким образом, применение проце-

дур фильтрации данных и quazi-Zoom 
позволяет успешно решать задачи раз-
деления «слипшихся» точек многомер-
ном объеме данных. 

Следует заметить, что при изучении 
непосредственно матрицы данных об-
наруживается, что лучше всего отделя-
ются точки, имеющие максимальное 
число ненулевых координат по всем 353 
измерениям. В области сгустка оказы-
ваются точки, у которых ненулевые из-
мерения составляют одно или два. 
Остальные равны нулю. Это объяснимо 



с точки зрения алгоритма построения 
главных компонент.  

Из полученных результатов можно 
сделать следующий вывод – увеличение 
количества измерений с ненулевыми 
значениями улучшает процесс разделе-
ния точек в областях сгущения. Не сле-
дует забывать, что предыдущий 155-
мерный массив был получен из настоя-
щего рассматриваемого массива путем 
удаления измерений. 

Следующим интересующим нас во-
просом являлся вопрос влияния на ре-
зультат транспонирования рассматри-
ваемого многомерного массива данных. 
Что будет, если поменять существитель-
ные и глаголы местами? Теперь рас-
смотрим 155 точек, характеризующих 
существительные, а в качестве измере-
ний у нас будут служить 100 глаголов 
(87 после фильтрации). Соответственно 
многомерный массив будет также состо-
ять из частот совместного употребления 
существительных и глаголов, и мы смо-
жем посмотреть и оценить, насколько 
схожие в понятийном смысле слова бу-
дут близки на развертке упругой карты.  

Исходный массив данных представ-
лен на рисунке 17 в пространстве глав-
ных компонент. Видно, что при транс-
понировании принципиально структура 
данных не поменялась. Все так же мы 
видим область сгущения и ряд удален-
ных точек. 

 

 
Рис. 17. Транспонированный массив 

данных в пространстве главных компо-
нент. 

 

На рисунках 18 и 19 представлена по-
строенная для транспонированного мас-
сива упругая карта и ее развертка в 
плоскости первых главных компонент. 

 

 
Рис. 18. Упругая карта для транспони-

рованного массива данных. 
 

 
Рис. 19. Развертка упругой карты для 
транспонированного массива данных. 

 
Здесь в отличие от предыдущих рас-

смотренных случаев нет парных глаго-
лов, а есть слова, близкие в понятийном 
смысле. Рассмотрим их крупным пла-
ном. 

На рисунках 20 и 21 представлены 
верхняя правая и нижняя правая части 
развертки упругой карты. На рисунке 20 
можно видеть достаточно четко выде-
ленный понятийный кластер – ЧЕЛО-
ВЕК, ЖЕНЩИНА, ДЕВОЧКА, ДЕВУШ-
КА, МАТЬ, РЕБЕНОК. Чуть выше менее 
четко просматривается смысловой кла-
стер – РУКА, ПАЛЕЦ, ЛИЦО, ТЕЛО. 



На рисунке 21 также просматривается 
кластер понятий – СМЫСЛ, ДОКУ-
МЕНТ, БУМАГА, ГАЗЕТА, КНИГА, РО-
МАН, ОТВЕТ. 

 

 
Рис. 20. Верхняя правая часть разверт-

ки упругой карты. 
 

 
Рис. 21. Нижняя правая часть разверт-

ки упругой карты. 
 
Для более тщательного изучения слов 

в сгущении на центральной части ри-
сунка 19 применим подход quasi-Zoom. 
На рисунке 22 представлена развертка 
упругой карты после применения про-
цедуры. 

 

 
Рис. 22. Развертка упругой карты для 
транспонированного массива данных 

после применения quasi-Zoom. 
 
На рисунке 22 можно увидеть ряд по-

тенциальных кластеров из слов, близ-
ких в понятийном смысле. Например: 
ЛЮБОВЬ, УДОВОЛЬСТВИЕ или ПРИ-
ЧИНА, СМЫСЛ или УРОВЕНЬ, ЦЕНА. 
Также можно увидеть интересный поня-
тийный кластер – РОССИЯ, ПУТЬ, 
ВРЕМЯ, МЕРА, МЕСТО. Следует напом-
нить, что мы рассматриваем массив, со-
стоящий из частот совместного упо-
требления глаголов и существительных, 
а совместное употребление отражает, в 
свою очередь, образовавшиеся устойчи-
вые конструкции слов. При дальнейшем 
изучении массива в центральной обла-
сти можно выделить кластер – СОЛДАТ, 
МУЖ, ОФИЦЕР, КНЯЗЬ, КОМАНДИР, 
ЮНОША, что показано на рисунке 23. 

 

 
Рис. 23. Центральная часть развертки 

упругой карты для транспонированного 
массива данных после применения 

quasi-Zoom. 



Это открывает широкие возможности 
по анализу и трактовке смысловых 
группировок для специалистов в этой 
области. Для более тщательного анали-
за и трактовки смысловой близости сле-
дует развивать данные подходы с точки 
зрения анализа расстояний между точ-
ками многомерного массива для раз-
личного задания метрики. Также инте-
ресной и важной задачей в этом плане 
должно стать выяснение влияния выбо-
ра метрики. 

Для улучшения разделения необхо-
димо в дальнейшем усовершенствовать 
алгоритм построения упругих карт за 
счет возможности сгущения исходной 
сетки карты в областях повышенной 
плотности данных. Подобная возмож-
ность широко используется в задачах 
математического моделирования 
сплошных сред.  

Таким образом, описанная система 
процедур позволяет дополнить инстру-
ментарий визуальной аналитики набо-
ром приемов, позволяющих получить 
более полное представление об изучае-
мом массиве многомерных данных. По 
сути, описанные приемы являются до-
статочно универсальными и могут при-
меняться к самым разнообразным набо-
рам многомерных данных, независимо 
от природы их происхождения. 

Рассмотрим применение упругих карт 
к анализу многомерного массива оши-
бок по сравнению с точным решением. 
Многомерный массив ошибок получен в 
параметрических исследованиях, опи-
санных в [10,11]. В этих работах пред-
ставлены численные результаты срав-
нения точности работы различных сол-
веров программного пакета OpenFOAM 
на примере известной задачи невязкого 
обтекания конуса под нулевым углом 
атаки. Проводится сравнение результа-
тов, полученных с помощью различных 
солверов OpenFOAM, с известным чис-
ленным решением данной задачи при 
вариации числа Маха набегающего по-
тока и угла полураствора конуса. При-
ведены результаты расчетов, проведен-
ных для ряда расчетных сеток. В срав-
нении участвовали 4 солвера программ-
ного пакета OpenFOAM – 

rhoCentralFoam, pisoCentralFoam, 
sonicFoam, rhoPimpleFoam. Все эти сол-
веры обладают разными аппроксима-
ционными и вычислительными свой-
ствами. В качестве точного решения для 
сравнения использовались табличные 
данные, сравнение проводилось с по-
мощью аналога нормы L2. 

На рисунке 24 представлен много-
мерный массив данных для давления, 
полученных в результате параметриче-
ских расчетов, в пространстве первых 
главных компонент. Желтыми кружка-
ми представлены результаты для солве-
ра rhoCentralFoam, красными – для 
pisoCentralFoam, зелеными – для 
sonicFoam и голубыми – для 
rhoPimpleFoam. На рисунке 25 пред-
ставлена упругая карта для этого же 
массива, а на рисунке 26 представлена 
развертка упругой карты. 

 

 
Рис. 24. Массив ошибок по давлению 

для 4-х солверов OpenFOAM при вариа-
ции числа Маха и угла полураствора ко-
нуса в пространстве главных компонент. 

 

 
Рис. 25. Упругая карта для массива 

ошибок по давлению для 4-х солверов 
OpenFOAM 



 
Рис. 26. Развертка упругой карты для 
массива ошибок по давлению для 4-х 

солверов OpenFOAM 
 
Из приведенных рисунков можно 

увидеть, что ошибки для rhoCentralFoam 
и для pisoCentralFoam можно грубо ап-
проксимировать плоскостью, отражаю-
щей зависимость ошибки от числа Маха 
и угла полураствора. Результаты для  
sonicFoam и в особенности для 
rhoPimpleFoam существенно отделяются 
от результатов для двух первых солве-
ров. Для более точного изучения масси-
ва ошибок для солверов в аналоге нор-
мы L2 предполагается увеличить раз-
мерность рассматриваемого массива пу-
тем проведения всех сделанных ранее 
расчетов при вариации угла атаки набе-
гающего потока для данной задачи. 

Заключение 
Для анализа кластерных структур в 

многомерных объемах данных исполь-
зованы технологии построения упругих 
карт, представляющие собой методы 
отображения точек исходного много-
мерного пространства на вложенные 
многообразия меньшей размерности.  
Рассмотрен ряд приемов обработки 
данных, позволяющих улучшить ре-
зультаты – предварительная фильтра-
ция данных, удаление отделившихся 
кластеров (флотация). Для решения 
проблемы масштабируемости, когда 
упругая карта подстраивается как под 
область сгущения точек данных, так и к 
отдельно расположенным точкам обла-
ка данных, применяется подход quasi-
Zoom. Суть подхода заключается в том, 

что для более тонкой подстройки в мно-
гомерном облаке данных выделяются 
большие кластеры, после чего прово-
дится отдельное построение упругих 
карт для выделенных кластеров. Приве-
дены примеры построения упругих карт 
для многомерных данных различного 
происхождения – для анализа образцов 
угля, для анализа частот совместного 
употребления слов при обработке тек-
стов, для анализа многомерного масси-
ва ошибок в задаче сравнения точности 
солверов программного пакета при мо-
делировании обтекания конуса. 
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